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Fraktal nedir?
Fraktallar hakkinda genel bilgi, fraktal 6rnekleri ve tarihgesi.

Oncelikle son zamanlarda c¢ok sik sorulan bu sorunun cevabini vererek baslayalim.
Fraktal “parcalanmis” ya da “kirilmis” anlamina gelen Latince “fractuuss” kelimesinden
gelmistir. Kendi kendini tekrar eden ama sonsuza kadar kicilen sekilleri, kendine benzer bir
cisimde cismi olusturan parcalar ya da bilesenler cismin biitliniin{ inceler. Diizensiz ayrintilar
ya da desenler giderek kigllen 6lceklerde yinelenir ve tiimiyle soyut nesnelerde sonsuza
kadar slrebilir; tam tersi de her parganin her bir pargasi buyatildigiinde, gene cismin
bitlinline benzemesi olayidir.

Fraktallarin ilk sekilleri 17. ylzyillda matematikgi ve filozof olan Leibnitz tarafindan
tekrarlamali, kendine-benzeyen sekiller olarak ortaya atilmistir. (Ancak yalnizca dogrusal
olacagini farz ederek, yanlis distniiyordu.) Daha sonra 1872’de bugiin fraktal adi verilen ve
Weierstrass tarafindan, sirekli ancak hicbir noktada diferansiyellenemeyen grafik cizilmistir.
1904 yilinda Helge von Koch, Weierstrass’in tanimini ¢ok soyut ve analitik buluyordu,
bununla birlikte “Helge von Koch Kar tanesi”nin sekli ve geometrik tanimini vererek konuyu
daha da zenginlestirmistir. Bu asamadan sonra bircok matematikci kendi adlarini tasiyan
sekilleri tanittilar ve kendilerine gére yorumlarini yaptilar. Ornegin 1915 yilinda Waclaw
Sierpinski, “Sierpinski Halisi” adli kendi adini tasiyan tggen fraktal tanitmis. Bertrand Russell
ve Paul Pierre Lévy; “Mikemmel Guzellik” ve “Lévy C Egrisi” adl fraktallarini gelistirmisler,
Georg Cantor reel sayilarin bir alt kiimelerini alarak bunu fraktal olarak ifade etmistir. Bunun
gibi birgcok 6rnek verilebilir ancak biz bunlardan yalnizca ikisini inceleyecegiz.

Tekrarlayan fonksiyonlarin kompleks dizlemde ilk olarak 19. ve 20. yizyilda Henri
Poincaré, Felix Klein, Pierre Fatou ve Gaston Julia tarafindan gosterilmistir. Ancak bilgisayar
destegi olmadan bu sekillerin glizelliginin farkina varilmasi mimkin olmadi.

Polonya asilli matematikci Benoit Mandelbrot 1975 yilinda bu konuya, oglunun
Latince sozligini karnistirirken karsilastigi  kirikli  anlamindaki  “Fraktal” ismini verdi.
Mandelbrot’'un 1960’li yillarda “ingiltere’nin kiyi uzunlugu ka¢ kilometredir?” diye sorarak
ciktigl bu yolda, yazdigl “The Fractal Geomery of Nature” adli kitabinin ilk sayfasinda su
cimle yer alir, “Bulutlar kiire degildir, daglar koni degildir, kiyilar ¢ember degildir ve
havlamak diiz degildir, i1sik da dogru boyunca hareket etmez.” Fraktal tanimi icin, Mandelbrot
sunu yazmistir “Fraktal, Hausdorff — Besicovitch boyutu kesin olarak topolojik boyutunu asan
bir kiimedir.” Mandelbrot’'un IBM firmasinda calisan bir miihendis olmasi sayesinde
fraktallarin bilgisayar modellemesini yapmasi daha kolay olmustur.

Fraktal geometri “Euclidean” olmayan geometridir. Doga geometrisi olarak da bilinir.
Yani bildigimiz kare, dikdortgen, cember, kiire gibi basit olmayan sekilleri agiklamaya galigir.
Mandelbrot’un “ingiltere’nin kiyisi kag¢ kilometredir?” sorusunun cevabi, kiyi seridini dlgcecek
cihazin hassasiyetine baglidir. Ornegin 6lcegi cok biyiik bir harita kullansak hatalar biiyiik



olacaktir. Uzunlugu bir metre olan bir cetvel kullansak hatamiz bir metrenin altinda kalan
uzunluklarda, daha hassas bir 6lgen cihaz kullansak, hatamiz 6lgen cihazin 6lgemedigi
uzunluklarin altinda kalan miktarlar kadar olacaktir. Dolayisiyla kiyr seridinin uzunlugunu
dogru 6lcmek icin atomik boyutlarda cihaz kullanmamiz gerekir. Sonug olarak daha hassas
cihazlarla yaptigimiz olgimler, kiyi seridinin uzunlugunu artiracak ve sonunda uzunlugu
sonsuz bulmus olacagiz.

Mandelbrot'un bir sonraki sorusu ise su olmustur: "Bir iplik yumaginin boyutu nedir?"
Uzaktan bakildiginda yumak bir noktadan ibarettir, yani boyutu sifirdir. Daha yakindan
yapilan gozlemlerde yumak yiizeyinde diizensizlikler bulunan bir kiire gibidir. Boyut sayisi lice
cikmistir. Daha yakindan bakildiginda yumagi olusturan tek boyutlu iplik ayrik olarak
gozlemlenebilir. Tek boyutlu iplige blyltecle bakildiginda iplik ¢ boyutlu situnlar gibi
gorulur. Mikroskop altinda sttunlar tek boyutlu liflere, lifler ise sonunda boyutsuz noktalara
dontsmektedir. O halde, yumagin gercek boyutu nedir?

Mandelbrot, bir birim cinsinden 6lglilemez olan cisimlerin bir putirlilik derecesine sahip
oldugunu ve bu patirlulik derecesini 6lgmenin bir yolunu bulmustur. Mandelbrot'a gére
Olcek degistiginde dlzensizlik derecesi sabit kalmaktaydi. 1975 yilinda Mandelbrot
putdrlilik derecesinin ismini de koymus oldu: Fraktal boyut. Puturlilik ozelligi gosteren
cisimler de fraktallar adini ald.

Tum fraktallar kendine benzer ya da en azindan timiuyle kendine benzer olmamakla
birlikte, cogu bu ozelligi tasir. Kendine benzer bir cisimde cismi olusturan parcalar ya da
bilesenler cismin butlinine benzer. Diizensiz ayrintilar ya da desenler giderek kigilen
Olgeklerde vyinelenir ve timiyle soyut nesnelerde sonsuza degin siirebilir; oyle ki, her
parcanin her bir parcasi buyitildiglinde, gene cismin bitiniine benzer. Bu fraktal olgusu,
kar tanesi ve agac¢ kabugunda kolayca gozlenebilir. Bu tip tim dogal fraktallar ile
matematiksel olarak kendine benzer olan bazilari, stokastik, yani rastgeledir; bu nedenle
ancak istatistiksel olarak olgeklenirler. Fraktal cisimler, diizensiz bicimli olduklarindan 6tird
Oklidci sekilleri 6telenme bakisina sahip degildirler. (Otelenme bakisimina sahip bir cisim
kendi ¢evresinde dondiruldiglinde gorinimu ayni kalir.)

Mandelbrot’un fraktallari ise, kesirli boyutlara sahip olmalari agisindan, geleneksel

geometriden farkh bir yapi sergiler. Elinizde bir sayfa kagit oldugunu ve bunun iki boyutlu
oldugunu distnin (ashinda kagit, kahinhg da olan li¢ boyutlu bir nesnedir ama simdilik
kalinliksiz iki boyutlu bir ylizey dlslnliyoruz). Kagidi elinizde o kadar ¢ok burusturup

sikistiriyorsunuz ki, artik son derece karmasik hale gelmis bu iki boyutlu yizeyi “iki boyutlu”

olarak nitelemek gittikce imkansizlasiyor. U¢ boyutlu oldugunu da iddia edemiyorsunuz, zira
elinizdeki ne kadar burusmus olursa olsun, iki boyutlu bir ylzeydir aslinda. Dolayisiyla,
burusma miktari arttikca, 2.05, 2.28, 2.4 gibi kesirli boyutlara sahip bir ylizey sekli elde
etmeye baslarsiniz. iste fraktallardaki kesirli boyut kavrami da buna benzer bir karmasikhgin
neticesinde ortaya cikar. Aslinda dogada hakim olan geometri de iste bu “fraktal
geometri”dir.

Yerkireyi 6 - 7 kez dolasabilecek kan damarlarini ve bir kac tenis kortu kadar alan
kaplayan akciger hava keseciklerini bu kigicik vicudumuza; agildiginda 2 metreyi askin bir
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uzunluga erisen DNA molekllimuizi, 100 trilyon hicremizin her birindeki bir kac
mikrometrelik (milimetrenin binde biri) cekirdegin icine paketlenmesinin ardinda, iste bu
fraktal kurallari yatmaktadir.

Fraktal boyut olarak adlandirilan matematiksel parametreye tekrar donmek gerekirse,
Bir cisim ne kadar biyutilirse blyutilsin ya da bakis agisi ne kadar degistirilirse degistirilsin,
hep ayni kalmasi fraktallarin bir 6zelligidir.

Fraktal boyut bir fraktal egri yardimiyla anlasilabilir. Olusturulmasinin her asamasinda
bu tip bir egrinin ¢evre uzunlugu 4/3 oraninda blydr. Fraktal boyut (D) 4'e esit olabilmesi igin
alinmasi gereken kuvvetini gosterir, yani;

3% = 4 bu bakimdan fraktal egriyi niteleyen boyut log*/log® ya da kabaca 1,26'dir.
Fraktal boyut, “Oklidci” olmayan belirli bir bicimin karmasikligini ve sekil niianslarini aciga
cikarir. Burada denklemlerin sonsuz kez tekrarlanmasi ve bunlarin belirli oranlardaki halinin
renklendirilmesi ile bilgisayar sekilleri olusturulur.

Kendine benzerlik ve tamsayi olmayan boyutlu kavramlariyla birlikte fraktal geometri,
istatistiksel mekanikte, 6zellikle goriiniirde rastgele 6zelliklerden olusan fiziksel sistemlerin
incelenmesinde giderek daha yaygin olarak kullanilmaya baslanmistir. Ornegin, gdkada
kiimelerinin evrendeki dagiliminin saptanmasinda ve akiskan burgaglanmalarina iligkin
problemlerin ¢ézlilmesinde fraktal benzetimlerden (similasyon) yararlaniimaktadir. Fraktal
geometri bilgisayar grafiklerinde de yararh olmaktadir. Fraktal algoritma ise, engebeli daglik
araziler ya da agaglarin karigik dal sistemleri gibi karmasik, ¢ok dizensiz dogal cisimlerin
gercektekine benzer goriintilerinin olusturulabilmesini olanakli kilmistir.

Bazi fraktal ornekleri:
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Helge von Koch Kar tanesi

Koch kar tanesi, es kenar bir tiggenin strekli olarak ug kisimlarinin, simetrik sekilde katlan-
masiyla elde edilir. Sekli kar tanesini andirdigindan bu adi almistir.
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Menger slingeri

Menger stingerinin 6zelligi belirli bir hacmi olmasina ragmen sonsuz ylzeye sahip olmasidir.
Kipln ylzeyini Gge Ug bolip, kalan kisimlari da strekli olarak tge (g bélerek ortalarindan,
kalan kisimlarinin g¢ikarilmasiyla elde edilir. Eiffel kulesi Menger slingerinden etkilenilerek

yapilmistir.

Mandelbrot fraktali

Mandelbrot fraktali bilinen en meshur fraktaldir. Fraktal denilince ilk akla gelen fraktallardan
olan Mandelbrot fraktali kompleks diizlemde bilgisayar destegi ile ¢izilmis muhtesem bir
grafiktir. Bununla birlikte denklemi sekli kadar karmasik degildir. Denklem z,,; = zZ2+ ¢
seklindedir. Resmi ne kadar blydtlrseniz blydtin icerisinde bliyuk seklin bir kopyasini
gormek fonksiyonun bilgisayar yardimiyla sonsuz kez tekrarlanip, renklendirilmesi ile olur.

Simdi Kantor tozu ile Sierpinski sapkasini inceleyelim.



1.0.0 FRAKTAL ORNEKLERINiIN INCELENMESI
1.1.0 UCLU KANTOR BULUTU

1883 de Georg Cantor yayinladigi bir yazisinda Cantor discontinuum (Cantor kesiklisi)
( Cantor middle — thirds set = Kantor orta Uglileri ciimlesi ) veya kisaca Kantor Kiimesi adi ile
bilinen bir kimeden ilk defa bahsetmistir. Daha sonra bu climle Hausdorff tarafindan kesirli
boyut icin 6nemli bir 6rnek olarak segilmistir.

Bir ornek ile baslayalim. Bu ciimle farkli yollarla olusturulabilir. Mandelbrot tarafindan
“Cantordust” (Kantor tozu) olarak adlandirilan bu climlelerin asil adi “Cantor Set” (Kantor
kiimesi)dir. Bu isim onun ne oldugunu anlatan bir isimdir. Toz kelimesi sifir boyut, yani bir
“nokta”yr vurgulamaktadir.

Kantor bulutunun yapisi: Ucgli Kantor bulutu R reel sayilar dogrusunun bir alt
kiimesidir. ilk olarak bir yaklagimlar dizisi tanimlayalim. Bir C, = [0,1] c R kapal aralig ile
ise baslayalim. Bu kapal araligi li¢c esit parcaya ayiralim ve ortadaki parcayi atalim. Elimizde

kalana C; dersek C; = [O, %] U E, 1] olur. C;’deki [0,%] ve E, 1] parcalarinin her birini ayri

ayri lcer esit parcaya ayiralim ve her birinde benzer sekilde ortadaki parcayr atalim. Elimizde

c.=[o] v 53w 54w [51]
27179 9’3 3’9 9’

oldugu gorulur. Boylece devam edersek C,, C;, C,, ..., C, dizisini elde ederiz. Bu dizinin

kalana C, dersek,

n — oo icin limitine C dersek C’'ye Uglii Kantor Bulutu denir. Sekil 1.1.1’de gorildugi gibi
azalan bir

602612C22
Dizisi s6z konusudur. O zaman dizinin limiti C ise C},'larin arakesiti olarak

Ck=ﬂCk

kEN

alinabilir.

Bu fraktali olusturmak igin baska benzer yollar da vardir. Olusturma esnasinda atilan
pargalara trema (yer degistiren pargalar) denir.
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Sekil 1.1.1 Ugli Kantor Bulutu

Fraktal olusturan kiimelerin dizisi, tekrarlayan bir tarzda ortaya cikar. Bu demektir ki,
dizinin kiimelerine ait gerceklerin ispati tiimevarim metodu ile kolayca yapilabilir. Ornegin C,,

kiimesi, her birinin boyu [%]k olan 2% tane ayrik ve kapali dogru parcalarindan olusmaktadir.

O halde Cj,’nin toplam uzunlugu, bu dogru pargalarinin uzunluklarinin toplami olup [%]k dir.

k — oo igin limit,

im () =0
kl_>r£10 3)
dir. O halde Kantor bulutunun toplam uzunlugu sifirdir. “Toplam uzunlugun” matematiksel

karsiligl “Lebesgue o6l¢lslidir”. Bu nedenle C'nin ebadini hesaplamak icin toplam uzunluk ¢ok
kullanigli degildir. Daha sonra analizini yapacagiz ki C’'nin fraktal boyutu 1’den kiguktar.

Kantor bulutunu olusturan noktalara biraz daha dikkatli bakahim. Eger C), yaklagimla-
rindan birini yapmak icin gerekli olan kapal araliklardan biri [a, b] ise a ve b ug noktalan
m > k olmak uzere, C,’dan sonra gelecek olan C,, kiimelerinin hepsine ait olacaktir.
Dolayisiyla C arakesitine de dahil olacaklardir. Butin C;, yaklasimlarinin butiin araliklarinin
bitlin u¢ noktalarinin kiimesini alarak noktalarin bir sonsuz kimesini elde ederiz. Bu
noktalarin hepsi C'ye dahildirler. (Bununla birlikte, u¢ noktalarin bu kiimesi sayilabilir bir ki-
medir.)

Fakat sunu da ifade etmek gerekir ki, C'de bu u¢ noktalarindan baska noktalar da
vardir.

1.1.2 Not:

i) C kiimesi (pozitif uzunluklu) higbir aralik kapsamaz.

ii) C kimesinin izole edilmis noktalari yoktur. Yani,a € Cise, V€ > 0igin, (a —¢,a + ¢)
araligi ne kadar kiguk olursa olsun, C'ye ait olan “a”dan bagka noktalari da kapsar.

iii) C kiimesi kapalidir. Yani, a € C’dir.

1.1.3 Alistirma. r bir pozitif tam sayi olsun. Uzunluklari = r olan kag tane yer degistiren
parca vardir?



Koordinatlar. Uclii Kantor bulutunun elemanlarini 3 tabanina gére (acilimlari cinsinden)
karakterize etmenin aligilmis bir yolu vardir.

1.1.4 Ek. 3 tabanina gore standart bilgilerin bir 6zetini verelim. 10 tabanina gore ahlisiimis
actlimlarin nasil oldugunu hatirliyorsunuz. 3 tabani igin de benzer agilimlar vardir. Her bir
pozitif x tamsayisi, a; katsayilari 0, 1, 2 listesinden segilmek Uizere

M

j=0
Biciminde tek tiirlii ifade edilebilir. Ornegin
15 =10.3% +2.3' + 1. 32

dir. Bunu ¢ogu kez 15 = (120)3 biciminde ifade edecegiz. 10 tabani igin alt indis olarak 10
yazilmaz.

Benzer sekilde kesirleri de ifade edebiliriz. O ile 1 arasindaki her bir x sayisi, katsayilar
0, 1, 2 listesinden secilmek kaydi ile

biciminde yazilabilir. Ornekler,

1.3 +2.31

7
5= (021); = =

1
i (0.02020202 ...)3

1394231 4+0.32 4+ 2.3° +0.3* +2.3° + 0.3° + 2.37 + -
= =

_1+23+227+281+2.243 + -
= 38

(tekrarlayan acihim)

V2 = (1.1020112 ...);

1.394+2.31 +0.324+2.33+0.3* +2.3° 4+ 0.3+ 2.37 + -

=1.3%+ 377 (tekrarsiz acilim)

Bazi sayilar (;ik bicimindeki rasyonel sayllar) iki farklh agilima sahiptirler.



Ornegin,

1
3 = (0.10000000....)5

= (0.22222222 ...)3
gibi.

1.1.5 ONERME. x € [0,1] olsun. x Uglii Kantor kiimesi C'ye dahildir. & x, 3 tabanina gore
sadece 0 ve 2 katsayili bir agihma sahiptir.

ISPAT: Nokta Uiclusiiniin sagindaki ilk yer bir (1)dir. &

1

(0.1000000 ...); = ; < x < = = (0.1222222 ...)5.

1

ilk yer degistiren parca (5)%) araligidir. Bu parga degistirildikten sonra C; pargasi

elde edilir. (% ve %saynarlnln her biri ikiser acilima sahiptir, bunlardan birisi birinci yerde
1’dir digeri degildir. Dolayisiyla bunlar degistiriimemelidir.) Dolayisiyla C; pargasi [0,1])'deki

sayllardan 3 tabanina gore acilima sahip olan fakat birinci yerlerinde 1 bulunmayanlari
kapsar. C;’deki bir x sayisinin ikinci yeri 1’dir. & x sayisi (%,g) veya (g,g) parcgalarindan
birindedir, bu son iki pargaya ikinci basamaktan pargalar denir. Bu pargalari degistirerek C,
elde edilir. Dolayisiyla C, pargasi [0,1]'deki sayilardan 3 tabanina gore agilima sahip olan
fakat ilk yerde veya ikinci yerde 1 bulunmayanlari kapsar. Bu sekilde devam ederek
C = Ngen Ci den geriye kalan noktalarin [0,1]'deki noktalardan 3 tabanina gore agilimi olan

fakat artik 1’i daha kullanmayanlar olduklarini gérirtiz. ®

Kantor tozu sayilamazdir. Bu gercek az 6nce verilen gosterim ile her bir reel sayinin 3
tabanina gore en c¢ok iki temsilinin olmasindan elde edilir. (Gercekten, Kantor tozundaki
sayilar icin O’lar ve 2’lerin farkli iki dizisi daima farkh reel sayilari gosterir.)

Otelemelerle Olusturma: Kabul edelim ki R de bir alt kiime L ve bir reel sayi “s”
olsun. L’nin s kadar 6telenmisi diye

{x+s:x€L}
kiimesine denir, yani L’nin her bir elemanina s ekliyoruz. Bunu L + s olarak ifade ederiz.

L'nin altkimelerinin bir (L), dizisi ile reel sayilarin bir (s),dizisini tekrarli olarak

alahim. Sekil 1.1.6’da oldugu gibi sy = %saym ile 0 noktasindan olusan bir Ly baslangic kiime-

siyle baslayalim. Bundan sonraki L; kiimesini elde etmek igin Ly’t onun s, Otelemesiyle
birlestirelim. O halde L, = {0,%}'dlr. (s)) dizisindeki ikinci terim olan s{’i elde etmek igin

Sk = G) (Sk—1)'dens; = G) (%) = (%) olur.Ozaman L; = {O,%} ve s = % dan



Ll +51:{x+51:x€L1}

—{0+2 2+2}_{2 8}
N 9’3 9) (9’9

olacagindan,

Ly =Ly U (L +s71)

_{02 2 8}
179’39

olur. O zaman

1 1/1 2
Sz:(—) 51:—<—>:ﬁdenl,3 = LZU(LZ +52)

veya,

2 2 22+2 8+2}_{2 82026}
27°9 27’3 27’9 27 27'27°27'27
oldugundan,

’

{ 22220826}
3 = r.

Boylece devam ederek,

Sekil 1.1.6 Otelemeli Olusturma

olur.

Bu sekilde devam edilir. ilging olan kiime L,, dizisinin “limiti” olan L kiimesidir. Bu dizi artan-
dir.Ly € Ly €L, < - dolayisiile bu limitin akla uygun tanimi

L:ULk

kEN



birlesimin limitidir. Fakat aslinda, ilerde bir baska “limit” daha tanimlayacagiz (amacimiza
uygun olan limit de o olacaktir.) ve “0” da L;, kiimesinin (L) dizisinin limitidir.

C Kantor bulutu igin bu olusum ile daha dnce verilen olusum arasindaki bag nedir? L,
kiimesi 2 tane noktadan olusur. Bu noktalar, C), kimesini olusturan araliklarin sol ug nokta-
laridir veya bu noktalar, C},"y1 olusturan ve [0,1]’den degistirilen parcalarin sag uc noktalari ile
o noktasindan ibarettir.

L;’nin noktalari [0,1]'deki sayilar olup bunlar, k tane katsayilari sadece 0’lar ve 2'ler
olan 3 tabanina gore agilimlara sahiptirler. (Bunu k lizerinde timevarim ile ispatlayacagiz.)
Ornegin L,’yi olusturan sayilar:

(0.00); = 0,
0.02); = 2
( * )3 - 9'
0.20)3 = -
( " )3 - 3’
0.22)3 = g
( " )3 - 9

dir.

Elbette ki, L = Uyen L kiimesi C Kantor bulutuna esit degildir. % sayisi L’ye dahil

degildir. Fakat asagidaki anlamda L ciimlesi C'ye “yakin”dir.
1.1.7 ONERME. Eger x € C ise x noktasi L’nin noktalarinin bir dizisinin limitidir.

ISPAT: x € C oldugundan x’in,

o]

x =Zaj 37/, her bir a; = 0 veya 2,
=

Biciminde 3 tabanl bir a¢ilimi oldugunu biliyoruz. Eger bu acilim k terimden sonra kesiliyorsa
L;.'nin bir elemani olan,

k
X = z a 37
j=1
biciminde bir sayi elde edilir. Simdi,
|x — x| = Z @37 < Z 2.37 =37k
j=k+1 j=k+1
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yazabiliriz. lim;_(3)¥ = 0 oldugundan limy_ x; = x sonucunu elde ederiz. O halde
x € C noktasi x;, € L dizisinin limitidir. ©

L kiimesi C Kantor kiimesinde yogundur. Buna gore L € C’dir ve C'nin her bir noktasi
L’nin noktalarinin bir dizisinin limitidir.

Tekrarlayan fonksiyon sistemi:

Bu sistem Michael Barnsley tarafindan “Iterated function system” olarak adlandiril-

mistir. >0 ve a €R olsun. R (zerinde, merkezi "a" ve orani "r" olangenisleme

fonksiyonu:
f:R->R
x=>f(x)=rx+ (1—-1r)a
ile tanimlanir.
R {izerinde,
X x4+ 2
fi(x) = 3 ve fr(x) = 3

ile verilen iki genislemeyi ele alalim. Bunlarin ikisinin de orani 3 "tlr. Birincisinin merkezi “0”

ama ikincisinin merkezi “1”dir.

f1 f2 :

0 1/3 1 0 213 1

Sekil 1.1.8 iki genisleme (daralma)
1.1.9 ONERME. C {iclii Kantor bulutu
C =AU f(0)
dir.
ISPAT: Tiimevarim yéntemine gére Cj, .1 = f1(Cy) U f2(Cy), k = 0,1, ... dir.
ilk olarak € € f;(C) U £,(C) oldugunu gésterecegiz. x € C oldugunu kabul edelim. O zaman

x € C,’dir. Dolayisiyla x € [0,%] veya x € E, 1] halini ele alalim; diger hal x € [0,%] olmasi
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hali de benzer olacaktir. Simdi herhangi bir k icin x € C,41 = f1(C) VU f,(Ci) oldugunu
biliyoruz. Fakat fi[C,] S fl[[O,l]] = [0, %] oldugundan, gercekten x € f;[C,] veya
3x — 2 € C;, "dir. Bu butiin k’lar igin dogru oldugundan 3x —2 € Njey €, = C’dir. O halde
x € f,[C]'dir. Diger halde, x € f;[C]’dir. Dolayisi ile herhangi bir hal i¢in x = f;(C) U f,(C)
dir.= C c f;(C) U f,(C)'dir.

Simdi de C 2 f;(C) U £,(C) oldugunu goéstermeliyiz. x € f;(C) U f,(C) alahm. O
zaman x € f1[C] veya x € f,[C]'dir. x € f,[C] halini ele alalim. x € f;[C] halinin alinmasi da
benzer olacaktir. O zaman 3x — 2 € C olacaktir. Simdi herhangi bir k icin 3x — 2 € C;, veya
x € f3[Cy] € Cryq1 olacagini biliyoruz. O halde x € Nygey Chks1 = Nien C = C’dir. Bu da
f1lC]1 VU f>[C] € C oldugunun ispatidir. ©

(f1, f2) siftine bir tekrarlayan fonksiyon sistemi denir ve C ‘ye de (fi, f2) tekrarlayan
fonksiyon sisteminin degismez kiimesi veya attractor (¢ceken) diyoruz.

1.2.0 SIERPiINSKi SAPKASI

Waclaw Sierpinski 1915 yilinda yayinladigi bir yazida “Sierpinski Sapkasi”nin agiklama-
sini verdi. Daha sonra bu isim ona Mandelbrot tarafindan verilmistir. Mandelbrot’dan 6nce o
“Sierpinski’'nin baska bir egrisi” gibi degisik ifadelerle aniliyordu. Ona egri adini vermelerinin
nedeni topolojik boyutunun 1 olmasindandi. Sierpinski’nin egrisi halen bir diger fraktal 6rne-
gi olarak kabul edilmektedir. Bu anlamda ona “Sierpinski’nin Halisi” (dywan Sierpinskiego)
[Sierpinski carpet] de denmektedir.

Dizlemdeki bir cimle olarak asagidaki 6rnek Sierpinski sapkasi olarak bilinir.
ASG A& f Sz

Sekil 1.2.1 Sierpinski sapkasi

Tremalarla olusum: Kenar uzunlugu 1 olan bir esgenar li¢cgen ile baslayalim (liggenin
ici de dahildir.) Bu iicgene S, diyelim.Ucgenin kenarlarinin orta noktalarini birlestirmek
suretiyle tggeni birbirine es fakat daha kiiglik dért eskenar tiggene ayiralim.

Bu kiictuk Uggenlerin kenar uzunluklar % "dir. Ortadaki G¢gen digerlerine gére 180 derece

dondirulmus konumdadir. Ortadaki tggen c¢ikarlip atiliyor. Fakat kenarlarini birakiyoruz.
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Geri kalan kiimeye S; dersek, S; € S, dir. Simdi de geri kalanlg tggenin her birini, kenar
uzunluklari % olan dorder es egkenar Uggenlere ayiralim ve ortadakileri her birinden

¢ikaralim. Sonugta elde kalan kiimeye S, diyelim. S, € S,’dir. Bu bicimde devam ederek
kiimelerin bir S, dizisini elde ederiz. Bu Sj dizisinin limitine S dersek bu limit Sierpinski
Sapkasr’'dir. (Sekil 1.2.1) Bu dizi azalandir, yani,

dir. Dolayisiyla “limit” olarak,

arakesit kimesini alabiliriz.

S, kiimesi 3k tane birbirine es eskenar tickenden olusur. Bu tcgenlerin her birinin
kenar uzunluklari 27% dir. Bu nedenle S, nin toplam alani 3".(2"‘)?? tir. k - o igin
§* — 0 dir. Bu demektir ki Sierpinski sapkasinin toplam alani 0’dir. O halde S’nin ebadi
(size)’'nin Olcllmesi icin kullanishdir. Bir dogru parcasinin boyutu 1 ama alani 0 dir. Benzer

sekilde, S Sierpinski Sapkasinin boyutunun da 2 den kiicik oldugunu goérecegiz.

S,'in Uggenlerinden birinin sinirini olusturan dogru pargalari k = n olmak Uzere
butlin S, yaklasimlarindan geriye kalanlardir. Bu nedenle S kiimesi en azindan bu dogru
parcasinin tamamini kapsar. S, da 3* tane ticgen vardir, bunlardan her birinin 3 kenari vardir
ve bu kenarlarin her birinin uzunlugu da 27* dir. Bu nedenle S’nin toplam uzunlugu en
azindan 3%.3.27% dir. k = oo icin total uzunluk co’a gider. Bu da S’nin toplam uzunlugunun
oo olmasi demektir. O halde S’nin boyutunun 1 den bliyuk fakat 2’den kiigiik oldugunu kabul
edebiliriz. 1 ile 2 arasinda baska tam sayi yoktur. Bu zor durum karsisinda 1919 yilinda
Hausdorff bir kiimenin boyutunun bir kesir olabilecegini kabul etmistir. ilerleyen konularda
isleyecegimiz Hausdorff'un tanimina goére Sierpinski Sapkasinin boyutu yaklasik olarak
1.58'dir.

pkasi
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Tekrarlayan fonksiyon sistemi:

r > 0 bir reel sayi ve a da dizlemde bir nokta olsun. Merkezi a noktasi ve orani r
olan daralma (genisleme) diizlemden diizleme bir f fonksiyonu olup diizlemin her bir nokta-
sini bir f (x) noktasina resmeder; f(x) noktasi a ile x den gegen dogru lzerinde olup a ile
f (x) arasindaki uzaklik, a ile x arasindaki uzakhgin r katidir.

Adet oldugu Uzere f(a) = a ’dir. Eger r < 1 ise uzunluklar azalir yani daralma olur;
r > 1 ise uzunluklar biyur yani genigsleme olur.

il Gl Stk
I
I
I
I
I
I
P

Sekil 1.2.2 Diizlemde bir daralma

1.2.3 Ahistirma. Bir f genislemesi dogrulari dogrulara donustirir. Agilarin bayikliklerini de
korur, yani f konformdur.

Yukaridaki S), yaklasimlari kullanilarak Sierpinski sapkasi olusturulabilir. Sy UGggeninin
u¢ kosesinden her birini merkez almak ve her biri icin orani % almak suretiyle fi, f>, f3 gibi Ug

genisleme secelim. Bu durumda tiime varim ile,

Sk+1 = filSk]l + f2[Si] + f3[Sk]

elde edilir. O zaman 6nerme 1.1.9’da oldugu gibi her bir kenarin digerinin bir altkiimesi oldu-
gunu gostererek,

S = flS1V £[STV f315]

oldugunu gorebiliriz. Dolayisi ile S kiimesi (fy, f2, f3) tekrarlayan fonksiyon sistemi altinda
degismezdir.

1.2.4 Alistirma. S; Uggeninin bir kdsesini orijin, bu késeden gegen kenari da koordinat
eksenleri olarak segersek diizlemde bir (u,v) koordinatlari tanimlamis oluruz. O zaman
(u, v) koordinatlarl, 0 <u <1, 0 <v <1 kosulu altinda Sierpinski sapkasidir ki bunlarin
her biri bir noktay! temsil eder © u ve v nin 2 tabanina gére acilimlari ayni yerde asla 1
degerini almazlar.
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Sekil 1.2.5 Koordinat sistemi
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Sekil 1.2.6 Otelemeli olusum

u ve v nin 2 tabanina gore agilimlarina ait kosullarin bir diger agiklanmasi, u + v igin 2
tabanina goére yeni bir acilim olarak hesaplanmasindan ibarettir. u ve v sayilari izerinde he-
saplama yapmak icin 2 tabanina gore iki farkli acilima da ihtiyaciniz olacaktir.

Yukaridaki alistirma Sierpinski sapkasi igin bir 6telemeli olusturma tipi tavsiye

etmektedir: Bir tek nokta ile baslama. Bu noktada 60° lik agi altinda kesisen iki farkli dogrultu
seginiz. Bu noktayi igceren bir L, kiimesi ve sy = % sayisi ile baslayin. Daha sonraki kiime su
kiimenin birlesimidir: Ly ve Ly’in segilen iki dogrultudaki s, kadar Otelenmigleri. Sonra
S5 = (%) Sp olsun ve L, de, Ly ile L;’in her iki dogrultuda s; kadar 6telenmislerinden ibaret

olsun. Bu sekilde devam edelim. (Sekil 1.2.6)

Bir L diizlemsel kiimesi S kiimesine yogundur & L € S ve S nin herbir noktasi L ‘nin
noktalarinin bir dizisinin limitidir.

1.2.7 Ahstirma. L = Uy ¢y Ly birlesiminin S Sierpinski sapkasinda yogun oldugunu gosteriniz.

Pascal lcggenini distinelim: Pascal lg¢geninde yer alan sayilardan tek olanlari siyah, cift
olanlari da beyaz ile isaretlersek bir geometrik diizenleme elde etmis oluruz.
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1 1
ENERES
ENENERES
ENEEEEEREY
3]s [w]w]s [1]
|1|E‘15|20|15‘E|l|
Il\?121|35‘351211?\1|
‘1|E|23‘55|?0|55‘23|E|1‘
| |5‘3E|34|125‘125|34|35‘5|1|
l‘ |45|12D‘210|252|2lﬂ‘120| 5| 10‘ 1|
|11| 55‘165|330|452‘452|333|165‘ 55| |l‘

|
|

12\ EE| 22U| 495\?52[524[?52‘ 495| 22'.’)[ EE\ 12[ 1 |

1

13 | 7a | EEE‘ 715 | 123?| l?lli‘ l?lE| 123?| ?15‘ EEE| 78 | 12 ‘ 1 |

|
E
\I

14 | 91 ‘ 364 | 10'31| 2332‘ 3003| 3432| 3333‘ 2002| 10'31| 364 ‘ 51 | 14 |

| 15 ‘ 105 | 455 | 1355‘ 3003| 5005| 5435‘ E435| 5005| 3003‘ 1355| 455 | 105 ‘ 15 | 1

| 1 ‘ 16 | 120 | 560 ‘ 1820| 4BEE| 3003‘1144U|128?0|11440‘ EUUE| 4BEE| 1820‘ 560 | 120 | 16
| 17 | 136 ‘ 380 | 2380| ElEE‘123?E|1944E|2431L’J‘24310|1944E|123?E‘ ElEE| 2380| 380 ‘ 136 | 17

|
E

Sekil 1.2.8 Modulo 2 ye gore Pascal Uggeni

1.2.9 Alistirma. Sekil 1.2.8 neden Sierpinski sapkasina benzemektedir?
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